Bemerkungen zu einer Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung / von Richard Dedekind by Dedekind, Richard
.. 
Bemerkungen zu einer Aufgabe · der W ahrschein-
lichkeitsrechnung . 
• Von Dr. phil. Dedel&illd zu Göttingen. 
(Besonders abgedruckt aus Crelle's "Journal für die reine u. angewandte Mathematik, Brl. 50.") 
ln einem der früheren Hefte des "Philosophical Magazine" für 1854 
hat G. Boote eine von C. Cayley gegebene Auflösung einer Wahrschein-
lichkeits-Aufgabe angegriffen. Wiewohl nicht zu zweifeln, dafs der in die~em 
Angriff enthaltene Irr1hum auch von A11dern schon erkannt sei, so kommen 
doch ilie folgenden Bemet·kungen Denen, welche sich für diese schöne Theorie 
interessiren, vielleicht nicht unerwünscht. 
Die Aufgabe lautet: Gegeben ist die Wahrscheinlichlieit a, dafs 
eine .u rsache .A (welche ein gewisses Ereignifs hervorbringen kann) 
zur Wirkung kommt, und die Wahrscheinlichkeit p, dafs, wenn .A 
wirkt, das Ereignifs eintritt; eben so die Wahrscheinlichkeit ß, dafs eine 
Ursache B zur Wirkung gelangt, und die Wahrscheinlichkeit q, dafs, 
wenn B wirkt, das Ereignifs eintritt: gesucht wird die Wahrscheinlich-
keit u des Ereignisses, unter der Annahme, dafs dasselbe von keiner 
-andern Ursache als von .A und B hervorgebracht werden kann. 
Ca_yley löset die Aufgabe auf folgende Weise: Es sei ). die Wahr-
scheinlichkeit, d-afs, wenn A Wirkt, das Ereignifs auch durch .A hervorgebracht 
wird; ft die Wahrscheinlichkeit, dafs, wenn B- wirkt, das Ereignifs auch 
durch B het·vorgebracht wird; dann ist 
I'= J.t(1- Ä)p(3; q = f.-tt (1- ~-t)Äa. 
· , Hierans werden )., ,u bestimmt; und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
·' 
u = Ux + pß- Ä,uaß. 
/ 
. Nachdem nun Boole diese Auflösung bei mehren Specialisirungen als 
richtig bewährt fand, sucht er nachzuweisen, ·dafs sie in dem Falle p = 1, 
q =: 0 zu einem falschen Resultat führe. Et· sagt: Es ist einleuchtend, dafs 
die Wahrscheinlichkeit . des Ereignisses in diesem Fall = a sein mufs. Denn 
wenn die Ursache .A das Ereignifs stets hervorbringt, die Ursache B nie-
mal~,., un4 das Eintreten ,des Ereignisses keiner andern Ursache zugeschrieben 
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werden kann, so mufs die Wahrscheinlichkeit des "Ereignisses gleich der des 
Einketens der: Ursache A sein.'!. Da sich tgege~ di~sen Sat~-natürUeJt,. Nichts 
einwenden läfst, und nun die Auflö~ung, wi~, 1si~, Ca!!ley darstellt, in diesem 
Falle entweder tl = 1 , oder tt = a (1-f~) giebt, so schliefs~ Boote, dafs 
die ganze Auflösung fehlerhaft sein müsse, und giebt die Endformel seiner 
eigenen Auflösung, mit Hinzufügung besondere1· Beschränkungen, aus denen 
sich allerdings für diesen Fall das gewünschte Resultat u = a ableiten läfst. 
. ~lan sieht indessen durchaus nicht, wo Ca!lleJJ einen Fehler gemacht 
hätte; und in der That ist seine Auflösung auch (bis auf gewisse Reschrän-
kungen, durch welche sie erst eittdeutig gemacht werden mufs) streng richtig, 
selbst in de111 eben angeführten Fall; denn man ·findet leicht, dafs a (1;~ f3) 
mi~ a übereinstimmt,. indem a Nichts Andet·es als Null sein kan,n. Wäre l)äß!lieb 
. die Möglichkeit des Einll·etens der Ursa<;be A offen gelassen, d. h. wäre;, :t;t 
nicht Null, so könnte auch unmöglich die Wahrscheinlichkeit q des Ereignisses 
' ( unte1·.· der. Annahme des Eintretens der U1·sache B) gänzlich verschwinden, 
mag :Jl noch so klein, nur nicht Null sein (in diesem Falle . war "ber. p = 1 
·angßJJOmmen). Die gestellte Aufgabe ist dahe1· w.idert.·.inn,ig~ wem1 q = 0, 
«. und I' dagege1,1 beide voq Null verschieden ang~nommep wm:~en. Dies 
ergiebt sich ~Qch durch eineq Blick auf die Gleichungen von Cayle,y . . W erin 
man nämlich beachtet~ daf;; ,f:t, (1- !,~,), '),., «>.' .d(!r Natur, ihrer /Jedeutung 
.n(Jc/l, nicht 11e.gativ sein können, so folgt aus. de1· einen Gleichung q = 0, 
sowohl p, ~ 0, als auch la = O, und die andßre Gleicbung geht in p = l 
über. Is.t nun p von Null verschieden (es ist nich~. nöt~ig, dafs p gerade 
---:-1 l!ei), so mufs auch a::::::; 0 sein; und die gesucht~ W~hrschel~lic~~~\Lu 
,mufs stets = 0 sein, mag q oder p, oder mögen beide = 0 seln; wie>man 
es nicht anders erwarten darf. 
I,,), 
, W enu nun. aber dieser Vorwurf auch die obige Auflösung nicht trifft, 
so ist sie doch wenigstens noch unvotl.vländ~lJ zu nennen, da die Bedingungen 
nicht angegeben sind, unter welchen die Aufgabe wirfdich eineil '~eeHen Sinn 
hat. und da ferner zu entscheiden übt·ig bleibt~ welchen der beiden Werthe 
von u, die den obigen· Gleichungen genügen, man· zu wählen,,ßahe. Dies soll 
hier gesobehel1. 
Man verfährt mit der meisten Symmetrie, wenn nuui·,ü aus den Gleichun~ 
•gen für q und u; ··und eben so l aus den Gleichungen fir p ·.und .u elimiairt. 
Dies gieht ' , · . ·, , 
>·i' • · (i.ILY· · u --'(Jif=±{il·;...C,. f3)J.a; · u-.-ap =(i+r-a),u(-1,' (;1.;; , ·.·; 
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und wenn man diese W erthe von Äa, ,uf'j in die Gleichung für u substituirt, 
so· erhält man eine quadratische; Gleichung, durch ,deren Auflösung sich 
(2.) u == ~(1-afi-t-ap+f1q-Q) 
ergiebt, worin (J die nucft zweideul~qe Quadratwurzel aus 
_ j ( 1 - aß+ ar1 + ßq? - 4 ( 1- {3) ap, 
(!Q - f-4(1-a)(3q-4atl.f3q 
ist Damit ·a-her die' Aufgabe lösbar sei, ist uöth~q'f zuerst, dafs Q reell, und 
weiter, dafs u (als eine Wahrscheinlichkeit) ein positiver ecltter Brr~ch .sei. 
Aber anch Dies ist noch nicht _qertügend; und ~arjn liegt eigentlich das Haupt- · 
Interesse_ der ganzen Aufgabe. Sie "''ürd~ immer noch ~hne Sinn. bleib~n, 
wenn die H ülfs- Wahrscheinlichkeilen )., , ,n nicht ebenfalls zwischen den 
Grenzen 0 und 1 enthalten wären, und es ist klar, dafs mit- dies eh letzten 
Bedingungen auch zugleich die er.'jfen erfüllt werden müssen. Es kommt daher 
nur darauf an, die Bedingungen aufzustellen, welche ausdrücken, dafs ),~ tt 
nicht aul'serhalb der genannten Grenzen liegen. Qles ist leicht, da man die 
Werthe von ').., ,u aus den Gleichungen (1.) erhält, wenn man in ihnen für u 
den in (2.) gefundenen Ausdruck substituirt. Bei dieser Untersuchung kommt 
man' auf die· folgenden Gleichungen: 
Q(J - (1-2at aß+ ap -(3q?t4a(1- a)(1-f3)(1-p) 
= (1-2ßtaß-aptßq?t4ß(1-(3)(1-a)(1- q) 
= (1- aß tap- (3q)2 - 4a(l- ß)(p- ßq) 
= (1- a(3 -- aptf3q?-4f3(1- a)(q~ap). 
Aus den beiden ersten Formen für QQ geht hervor, dal's es keiner 
besondern Bedingung für die Realität von Q bedarf~ Setzt man aber die Formen 
in Verbindung mit den Forderungen für l > p, > so ergiebt sich, dafs in dem 
Ausdrucke (2.) für u stets die po.~itive Quadratwurzel für Q genommen werden 
mufs. Vergleicht. man endlich die beiden letzten Formen für (!Q mit den For-
derungen für A und ,u, so erhält man,- als die . einzigen nothwendig erfor-
derlichen, aber auch vollständig genügenden Bedingungen, dafs die beiden 
Differenzen 
(3.) p- ßq und q -ap 
n~cht negf•tiv sein dürfen. 
Wenn man also, um ein Beispiel 'zu de1· Aufgabe zu geben, für a, (3, 
P> q vier beliebige Zahlen innerhalb del' Grenzen 0 und 1 angenommen bat, 
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leisten. Beiläufig bemerkt, kann man bei einer solchen willkürlichen Wahl 
eben so oft ein widersinniges Beispiel wie ein passendes treffen; denn der 
I. 
Werth des vierfachen Integrals jjjjdadßdpdq ist = 1, wenn man die 
Integrationen über alle Werthe der' Veränderlichen zwischen 0 und 1 aus-
dehnt; dagegen = ! ~ wen'n man diejenigen Werthe ausschliefst,- welche den 
Bedingungen (3.). nicht Genüge leisten. Man kann sieb hiervon auch leicht 
durch .fJeomelrische Betrachtungen überzeugen. . 
In dem von Boote untersuchten Falle q = 0 reduciren sich die Be-
dingungen (3.) auf ap = 0; dann wird (J = 1- ct(:J ~ und folglich u - Q ~ 
g-anz in Übereinstimmung mit den ~bigen Resultaten. Auch der Fall a-:---- 0 
ist von Interesse. Dann ist (J = 1- ßq ~ und folglich u = ßq offenbar das 
richtige Resullat. Hierbei ist natürlich u von q unabhängig, und dennoch bleibt 
_ die Bedingu~g p- ßq > 0 in voller Kraft, und obgleich zur Bestimmu~g von u 
auf den Werth von p gar kein Gewicht fällt, so wäre es doch widersinnig, 
die Wahrscheinlichkeit I' des Ereignisses unter der Annahme~ dafs di~ Ur":' 
sache A zur Wirkung gelangt, kleiner als die Wahrscheinlichkeit ßq an~u.,.. 
nehmen, wenn auch diese Annahme durch die Bestimmung a = Q fac#sc!t 
verholen ist. Und mit dieser Bemerkung, die, wie ich glaube,' dazu geeign~t 
ist, nuf die Eigenlbümlichkeit dieser Art von Aufgaben ein frappantes Licht 
zu werfen l will ich meine Befrachtungen abbrechen. 
Göttingen, 22. Juli 1854. 
' . 
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